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Prefacio

De acordo com as evidéncias experimentais e teoria mais aceita, no inicio ocorreu um grande pipdco e
nesse ambiente de temperatura extrema havia apenas energia. Com a expansdo que se seguiu, ocorreu
reducao da temperatura e assim a matéria comecou a ser formada, especialmente quarks. Nessa era a
interacao eletrofraca se separa em interagao fraca e interagdo eletromagnética. Os quarks se juntaram
e foram formados protons e néutrons. Com mais expansdo e maior reducido da temperatura formou-se
hidrogénio e hélio. Em seguida formaram-se as estrelas. Com ajuda da gravidade, comegou-se a formar
elementos mais pesados, tais como: oxigénio, carbono e ferro. O equilibrio dinAmico entre gravitacdo e
fusao dentro das estrelas é eventualmente quebrado e ocorreram colapsos seguidos de explosoes dessas
estrelas espalhando elementos pesados pelo espaco, que eventualmente foram utilizados na formacao de
planetas. Alguns desses planetas podem ter dado origem & vida capaz de perguntar de que é feita a
matéria.

O objetivo desse texto é ir além de apresentar materiais e aplicacdes, busca-se apresentar as evi-
déncias cientificas que comprovam a hipdtese atomica, como o uso dessa hipotese permite compreender
fenomenos e propriedades da matéria e como essa compreensao pode ser usada criativamente para in-
vestigar novos fenémenos e propor novas aplicagoes. A origem desse texto sdo as notas de aula da
disciplina tecnologia de materiais para engenheiros eletronicos. O texto esta dividido em quatro partes.
A primeira parte é sobre os fundamentos experimentais e teéricos que nos leva a compreensdo da maté-
ria. A segunda parte é sobre as propriedades da matéria e como essas propriedades sdo compreendidas
com base na teoria apresentada na primeira parte. A terceira parte é sobre os materiais utilizados na
eletronica e quais propriedades eles tém, entre aquelas apresentadas na segunda parte. A quarta e ultima
parte é sobre as tecnologias utilizadas no desenvolvimento de materiais eletronicos e como a tecnologia
eletronica faz uso dos materiais.

Durante a disciplina cada estudante faz apresentagdo oral contendo o assunto de um capitulo. A
quantidade de apresentacoes realizada por estudante depende do tamanho da turma mas sao pelo menos
quatro. Possivel roteiro para a apresentacao.

e Um resumo do que se trata. O que &7

e Histéria. Como foi descoberto? Em que contexto?

e Intuicdo fisica na descricao do fenémeno.

e Experimentos relevantes em sua descoberta e compreensao.
e Hipotese associada ao experimento.

e Fontes de material e processo de manufatura.

e Formalizacao matematica - expressoes completas

e Exemplo simples da teoria com célculos.

e Equipamentos para sua caracterizacio (normas técnicas).

e Aplicagao tecnolédgica do material na eletronica.

Um aspecto da disciplina é chamar a atencdo para novos desenvolvimentos. As muitas oportunidades
de investigacao e de empreender.

e Detector de amplitude e fase para raio-X.

iii



iv

Prof. Edval J. P. Santos, PhD

Novos quasicristais para revestimento antirefletivo.

Teoria de campo para dispositivos de grafeno.

Materiais supercondutores a temperatura ambiente.

Teoria para explicar a supercondutividade em ceramicas.
Monopolo magnético.

Origem do campo magnético da Terra.

Fibra resistente a contaminacao por gas.

Medidor distribuido ultrassensivel de temperatura e de pressao.

Técnica de fabricagdo de grafeno ou nanotubo de carbono em grande escala e em grandes dimen-
soes.

Manipular nanotubos de carbono para fabricacao de circuitos eletronicos.
Baterias de alta densidade de energia e alta densidade de poténcia.
Oxidos magnéticos com capacidade de poténcia muito maior que o ferro.
Supercapacitores que operam em altas temperataturas e tensoes elevadas.
Curativos eletronicos em substratos plésticos.

Mostradores e outros circuitos eletronicos plasticos.

Agradecemos a cada estudante que com sua duvida ajudou a melhorar essas notas de aula.

Recife, Agosto de 2019

Edval J. P. Santos, PhD

> celval
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Apéndice A
Nocoes sobre funcoes de Green

As fungbes de Green foram propostas por George Green (1793-1841) em cerca de 1820. Trata-se da
resposta ao impulso do sistema descrito pelo operador linear, L.

LG(z,2") = 6(x — 2') (A1)

em que §(-) é a fungdo delta de Dirac ou impulso.

Note-se que a rigor a fun¢ao delta de Dirac ndo é uma funcdo matematica por ndo apresentar valores
para cada x de maneira que o produto d(z)dz seja bem definido para todo . Matematicamente trata-se
de uma distribuicao, i.e., o limite de uma sequéncia de fungoes. No entanto, é extremamente ttil tanto
como ferramenta teérica como em aplicagdes praticas.

De posse da fungao de Green pode-se obter a resposta do sistema a qualquer outro estimulo.
Considere-se que o sistema descrito pelo operador linear, L seja perturbado pelo estimulo f(x),

Ly(x) = f(2), (A.2)

e deseja-se obter a resposta, ¥ (z), aessaperturbao. A solugdo pode ser escrita em termos da fungao de
Green adicionando-se a solugdo do problema homogéneo, Ly, (z) = 0. A solugdo é a generalizagao do
teorema da convolucao.

b(z) = () + / G(w,a!) f(a')d! (A.3)

Note-se que a funcdo na Equagdo A.3 é a solucdo de fato.

Dote) = Lentel 4L [ Glea) 5 (A.4)
= /5(95 — 2 f(a")d2' (A.5)
/(@)

Q.E.D. (Quod Erat Demonstrandum)

Diferentes operadores lineares resultam em diferentes fungoes
de Green. Além disso as fungoes de Green também variam
para diferentes condigoes de contorno.

A.1 Caso classico

A.1.1 Equacao de Poisson

A técnica da funcdo de Green é muito util no estudo da eletrodinAmica. Considere-se a densidade de
carga p(r) para a qual deseja-se obter a distribuigdo de potencial elétrico. Para isso é necessario resolver
a equagao de Poisson,
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V2¢ = %”. (A7)
A solugdo em termos da fun¢do de Green,
_ !/
é(r) = on(r) + /g(r, ') ( pE(T )> dr’ (A.8)
Com a transformada de Fourier pode-se mostrar que,
2 1 _ (5 / A
m = (T - T ) ( 9)

Donde se conclui que para a equacao de Poisson tem-se a seguinte solugao,

o(r) = én +/Mdr/ (A.10)

drelr — 1’|

Para provar que de fato é a solugdo aplica-se o operador,

V2(r) = / V247T€p|§f_)r/|dr’ (A.11)
= /5(rr’)p(:/)dr/ (A12)
_ _pn) (A.13)
€
Para uma carga pontual na origem, p(r) = Q4(r).
_ [ Q) o, Q
¢(r) = drelr — r’|dr  Ame|r| (A.14)

Como é esperado.
Se quiser informar que a funcao de Green s6 assume valores nao nulos a partir de um certo instante
no tempo utiliza-se a funcao degrau de Heaviside.

1

dmelr — /|

Glr,t;r' t) = —0(t - t') (A.15)

em que O(t —t') =0 parat <t' et —t') =1 parat>t.

A.1.2 Equagao de Helmholtz

Considere-se o problema da vibragdo que é descrito pela equacao de Helmholtz. Esse problema também
pode ser resolvido pela técnica da funcdo de Green.

(V> + K)u(F) = f(7) (A.16)
() = un(7) + / G(F, 7) f (7 )d* (A.17)

em que
(V2 + R)G(7, ) = 6(7 — ) (A.18)

Para ilustrar o procedimento considere-se a corda vibrante em que a equacgdo se reduz ao caso
unidimensional.

<d2 + k2> u(z) = f() (A.19)

dx?

Busca-se auto-estados do operador d?/dx?.

A. NOCOES SOBRE FUNCOES DE GREEN
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@un(x) = At () (A.20)

em que uy,(0) = up(L) =0.
Obtem-se,

up () = \/zsen (?) (A.21)
em que \, = —(nmw/L)%.

Note-se que as solugoes ou auto-fungoes sao ortogonais e formam um espago vetorial completo.

fo U () U (2)dT = Gy, Ortogonalidade (A.22)
Yoo un(z)un(2’) = 0(x — 2’)  Completeza '

Uma solugao qualquer pode ser escrita em termos da base.

u(z) = ganun (A.23)
= :1 </ u(x’)un(x’)dx') up (2) (A.24)
_ / Z“n tn (A.25)
- / w(@)5(x — 2')da (A.26)
= u(z) (A.27)

Q.E.D. (Quod Erat Demonstrandum)
Em particular interessa obter a func¢do de Green em termos da base.

Aplica-se o operador associado & equacao de Helmholtz.

(i +42) 6ute 29 ngn ) (s +12) o) (4.29)

Obtem-se

.T—JU ngn n+k) ( ) (ASO)
Da relagao da completeza obtem-se,

G (') (An + k%) = up(a') (A.31)

Assim obtem-se a fun¢do de Green.

G (o) = 3 ) <f’>(7;<)ﬁg> (4.32)

L

A. NOCOES SOBRE FUNCOES DE GREEN
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A.2 Caso quantico

Esse caso é de especial interesse na nanoeletrénica. Considere-se o operador linear de Schrédinger
para o sistema confinado. A exemplo de elétrons em dispositivo nanoeletronico. Ha duas condigbes
béasicas: independente do tempo e dependente do tempo. A condicdo independente do tempo é util para
obter o espectro de energia, os coeficientes de transmissao e reflexdo em regime estacionario, condutancia
eletronica no regime estacionario (corrente-continua) e a densidade de estados. A condigdo dependente
do tempo é 1util para avaliar os aspectos dinamicos o que inclui transporte de carga e transicdo de
estados. Inicialmente considera-se o caso do sistema confinado nao perturbado independente do tempo.

(E1— H,)¢p =0 (A.33)

As solugoes, {¢,}, formam um espago vetorial de Hilbert,

/¢m d:E = 5m n (A34)
Z bn( = §(z — ') (A.35)

Pode-se obter a funcao de Green para esse sistema.
(E1— H,)Go(z,2") = §(x — 2') (A.36)

De acordo com a Equagao A.35,

Pn ()9, ()
o(T, (€1 — n N = ne -, A.37
Goli ) = 7 T el =30 (A.37
Note-se que surge uma dificuldade com essa fungdo de Green devido as singularidades em & = &,.

Para contornar esse problema faz=se a continuagao analitica e obtem-se a func¢ao de Green retardada e
avancada. Considere-se a funcao de Green retardada.

R
Gz, 2" E) Z 5n+]n (A.38)

A quantidade de estados pode ser escrito em termos da fun¢do delta de Dirac.

£)=> (& -&n) (A.39)

Além disso,
= - A4
E—En+in (=& +n? ](5—5n)2+ 2 (4.40)
Combina-se as expressoes para escrever em x = x’.
1 N(EHYE-E ) N(&En
R _ _ rog e e A4l
[t =Y s = [ pp I et A

No limite em que n — 0.

Im {/gf(x,z,f))dm} = fw/N(E’)cS(S —&NdE' = —nN(€) = fw/p(:r,é')d:c (A.42)
De maneira que iguala-se o integrando.
p(r,€) =~ Tm {G1(z,7,€)) (A.43)

O proximo passo é quando ocorre uma perturbacdo. Considere-se que a perturbacio representada
pela energia potencial U é ativada. De maneira que o hamiltoniano do sistema perturbado é H = H,+U.

A. NOCOES SOBRE FUNCOES DE GREEN
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(E1—H)p=(E1—H,—U)p =0 (A.44)

Esse sistema pode ser reescrito.

(E1—Ho)p =Uy (A.45)

A solucdo do problema com perturbacdo pode ser escrita em termos da funcdo de Green em que ¢,,
é a solucao da equacdo homogeénea. De acordo com a Equacao A.3,

Yn () /QO (z,2")U (2" )ihp (") da'. (A.46)

Nesse tipo de problema tem-se a dificuldade que a solucao procurada aparece na integral. Parece
que se estd andando em circulos. Isso é resolvido com a aplicacao da técnica recursiva na expectativa
que termos de maior ordem se aproximem de zero.

Y () /go x, 2 YU (2" ) o (2" )da’ +//G x, 2 YU (2" )Go(2', 2" YU (2" Vtpy (")) da d’

(A.4T)
Pode-se escrever a fun¢ido de Green do problema com perturbacgio em termos da fun¢ido de Green do
problema sem perturbagao.

(E1—- H)G(z,2') = §(x —2') = (E1 — H,)Go(x, 2") (A.48)

E mais interessante examinar o problema no dominio da transformada de Fourier em que a integral
da convolucao torna-se produto.

(E1— H)Gj, = 1= (€1 — H,)Go (A.49)

Obtem-se a equacao recursiva de Dyson.

= (EI-H)G: = (G, —U)Gk (A.50)
Gor = (1=GorU)Gi (A.51)
G, = Go’k; + GO,kUGk; (A.52)
ou
1=(E1-H,)Gop = (G '+ U)Goi (A.53)
G, = (1 + GkU)Govk (A.54)
G, = ka + GkUGo,k (A.55)

Calcula-se a transformada inversa.

G(z,2') = Go(z,2") + /g(m,x”)U(x")go(x”,a:’)d:z:” (A.56)

Pode-se reescrever a Equagdo A.47 em termos da equagio de Dyson.

Pn(x) = ¢ () —l—/Q’(m,x’)U(m')qﬁn(x')dx'. (A.57)

Para o sistema confinado em primeira ordem de aproximacao obtem-se,

() = pu( +Z / ‘”5 gk (U(z")pn () da’. (A.58)

Note-se as singularidades do tipo hiperbdélica que impede de
calcular a integral. Uma maneira de obter a solugao é realizar a
continuagao analitica no plano complexo e assim poder utilizar
o teorema de Cauchy.

A. NOCOES SOBRE FUNCOES DE GREEN
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Ente quantico livre
Considere-se o ente quantico livre em que a solugao da equacao de Schrodinger sao ondas planas.
p(z) = AetIke (A.59)
Deseja-se obter a fun¢do de Green ou resposta ao impulso.

(E1— H,)Go(z,2") = §(x — 2') (A.60)

Para z # 2’ a equagdo da func¢do de Green é idéntica a equacao de Schrodinger. De maneira que a
funcdo de Green procurada deve ser proporcional as ondas planas. Acrescenta-se que a fun¢do de Green
deve ser simétrica em x e 2’ e continua.

Golz, ') = Kelklz=2"] (A.61)
Substitui-se essa expressao na equagao anterior para obter a constante de proporcionalidade.
im
h2k
Esse resultado pode ser utilizado para estimar o espalhamento por barreira de potencial.

Go(z, ') = eIkle =] (A.62)

Espalhamento por barreira de potencial

Considere-se a barreira de potencial U, para —a/2 < x < a/2 e zero para quaisquer outros valores de
x. Assume-se que a seja tdo pequeno que no limite em que a — 0 de maneira que U,a seja constante, a
barreira de potencial é representada pela funcao delta.

0, < —a/2
Ulx)=< U, —a/2<z<a/2 — u,d(x) (A.63)
0, z>a/2

Aplica-se a equagdo de Dyson para obter a fungdo de Green do sistema com barreira a partir da
funcao de Green da particula livre.

G(z,2") = —%ejk"“'_w/l + /g(x7m”)uo§(x”) (—g{ejkllﬁ_w/o dz" (A.64)
jm ik|lz—x' jm ik|z’
g(z,x/) = —%e]k‘ | + g(z,O)uo (—thejk > (A65)
Desse resultado obtem-se
; kejklxl A
z,0 — .66
(z,0) = T g (22 (A.66)

Entao pode-se calcular a funcao de onda do sistema com a barreira de potencial.

vla) = 6)+ [ Geo) (W)l do (A.67)
= o) +uG(x,0)0(0) (A.68)
5(2) + ug0(0) (4.69)
= O(@) + upp(0)— KT 69
1+ uo (727)
Para x < 0.
. g
Y(z) = Aelke 4 uOAH_u;We Jk (A.70)
Para x > 0.
Y(x) = Al + Ai1 T (ﬁ) el = Ai1 T (%) e’ (A.71)

A. NOCOES SOBRE FUNCOES DE GREEN
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Obtem-se os coeficiente de reflexdo e transmissao.

h2
r = A.72
T (#5) .
1
t = ———— A.73
T () A
Note-se que,
Ir|? + |t =1 (A.74)
Caso dependente do tempo
Considere-se o caso dependente do tempo.
0
Semelhante ao caso anterior busca-se a resposta ao impulso.
. a i . / /!
[jhat—H(t)} K(z,t;2't") = jhd(x — 2")o(t — t') (A.76)

Note-se que a solucao da equagao de Schrodinger dependente do tempo é semelhante ao caso inde-
pendente do tempo.

Pz, t) = ¢(x,t) + jih ///C(Jc,t; ' )S(x ¢ )da'dt’ . (A.77)

Aplica-se o operador de Schrédinger na equagdo anterior para confirmar que é a solugao.
Quando se considera o caso homogéneo em que o hamiltoniano ndo depende do tempo, H(t) = H,
a solucao é o propagador.

{jhgt - H] Ut,t')=0 (A.78)
Obtem-se,
Ut t) = e dn0=t) (A.79)

Desse propagador constroi-se dois tipos de func¢do de Green: retardada (emitida) e avancada (rece-
bida).

Gr(t,t) = r6(t—t)eF=) (A.80)
Ga(t,t) = S0 - FO-0 (A1)

Pode-se passar para o dominio da energia (frequéncia) com a transformada de Fourier.

G(E) = ]ih /_ K £:0,0)dt (A.82)

Em particular,

. E4jn—H
S

CE+jn—H

1

= A.83
o E+jn—H ( )

(€)= - /OQ =
= — e 2 =
i Jh Jo

A. NOCOES SOBRE FUNCOES DE GREEN
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A.2.1 Equagao de Landauer

Desenvolvida em 1957 para dois terminais, também conhecida como equacao de Landauer-Biittiker
quanto expandida para multiplos terminais, é utilizada para estimar a condutancia do dispositivo ele-
tronico balistico em que a condutancia elétrica, G.(£), é diretamente proporcional & transmissao.

_ 2% S T(E &) =g, Y T(E &) (A.84)

em que g, = 1/12908, h = 4,1357 x 107 1%eV - 5, h = 6,5822 x 10~ 10eV - 5.
Essa expressao pode ser estimada a partir da expressao da densidade de corrente de deslocamento
por unidade de area.

GNv = / (€ —dEM (A.85)
_ q/ (f(5)221ﬂi];d£) % (A.56)
— / f(E)%dE% (A.87)
= 2! / F(E)de (A.88)

em que o fator 2 estd associado & degenerescéncia magnética devido ao spin.
Se for considerado o fluxo para a direita menos o fluxo para a esquerda e passar da energia para o
potencial eletroqgimico.

[=qNv=2" / Io(€/9) - fo(€/a)dE /g (A.89)

Para obter a transmissao, T'(€ — &;), pode-se utilizar a técnica da fungio de Green. Considere-se um
fio quantico, C, unidimensional acoplado a dois terminais ou reservatorios: esquerda, F, e direito, D.

E—Hgrg —Hge 0 Ger Ggc GEbD
—Hegp E€—Hee —Hep Geg Gee Gep | =1 (A.90)
0 —Hpe E—-Hpp Gpr Gpc Gbpp

Calcula-se a inversa da matriz referente & equacao de Schrodinger para obter a matriz da fungao de
Green.
Para a parte central,

—HcpGre+ (£ — Hee)Gee — HepGpe =1 (A.91)
(5 — HEE)GEC — HgcGee =0 (A.92)
—HpcGece + (€ = Hpp)Gpe =0 (A.93)

Reescreve-se,
~HepGpe + (£ —Hee)Geoe — HopGpe = 1 (A.94)
Gpo = (€ — Hpp) 'HeoGoc = GypHpcGoo (A.95)
Gpc = (£ —Hpp) "HpcGee = G pHpeGoc (A.96)

Obtem-se
Goo = ! (A.97)
e (€ —Hce) — HoeGypHpe — HopGY pHpe '
1

N (€ —Hee)—¥g—%p (A.98)

A. NOCOES SOBRE FUNCOES DE GREEN
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em que EE = HCEGOEEHEC [§] ED = HCDGODDHDC’-
Para estimar a corrente é necessério obter o fluxo de probabilidade.

1 A ~ *
j = % (7/)*pop1/1 - l/)popw ) (A99)
em que pop, = —jhV.

Portanto é necessario obter a funcdo de onda.

E — HEE _HEC 0 \I’E
“Hep €—Hee —Hep ve | =0 (A.100)
0 —Hpe E—-Hpp ¥p

A obtencao da expressdo do fluxo de probabilidade fica facilitado pela equacdo da conservacgao das
particulas.

AR
dt

Integra-se sobre o volume e aplica-se o teorema da divergéncia.

+V-T=0 (A.101)

/V~jdV:/de:>jE+jD =0 (A.102)

No estado estacionario a densidade de probabilidade é constante. Considere-se a parte central.

dvL e
0 = c A.103
o ( )
1 1
= ]—h\I/TC [HCE\I/E + HeeVe + HCD‘I/D] — jif_l [‘I/EHEC + \I/TCHCC + \I’TDHDC] \IIC(A.104)
1 1
- (Wl Hop s + W HopWp| - Th (Wb Hpce + WL Hpo | (A.105)
1 1
- [\IJ*CHCE@E — q;gHEcwc} to [\IJTCHCD\IJD - @},HDC\I/C} (A.106)

Da equacgao de Schrodinger tem-se que,

Vg = GgrpHecVce (A.107)
Ve = GOCC(HCE\I/E+HCD\I/D) (A.108)
Vp = GHpHpeVe (A.109)

Escreve-se a fungao de onda no terminal esquerdo como composta por duas componentes: incidente
e refletida.

Up =L 4 0k (A.110)
Assume-se que a onda incidente WL, é auto-estado do hamiltoniano do terminal esquerdo.
(€ —Hpp)¥p =0 (A.111)

A parte central recebe apenas a onda transmitida pelo lado esquerdo.

Up = \Ifé +GOEEHE0GC(3HCE\I/IE (A112)
Ve = GecHeopV (A.113)
Up = G%DHpchcHCE\I/JIE (A.114)

Conclui-se que

A. NOCOES SOBRE FUNCOES DE GREEN
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1
Je = = [\IJTCHCE\I/E - \I/TEHEC\I/C} (A.115)
- _7 (A.116)
- % (@*CHCD\IJD - \IJEHDC\IJC) (A.117)

Ao usar a expressao para Jp pode-se escrever o fluxo em termos da onda incidente. Substitui-se as
expressoes da fungao de onda.

_J
h

Define-se Tp = jHop (Ghp — Gilp) Hpe = j (5o = 3h).

Je ‘I’JIETHECGTCCHCD (GODD - G%TD) HpoGecHepVh (A.118)

1
JIe =7 (‘I’JIETHECGTCCFDGC’CHCEWJIE) (A.119)

O coeficiente de transmissao esta relacionado com a funcao de Green. Faz-se o0 mesmo processo para
uma onda incidente pelo terminal direito. Assume-se que cada elétron propaga como particula livre.
Nao ha interacao. Todos os estados sdo independentes e a probabilidade de estar ocupado é definida
pela funcao de Fermi-Dirac. Entao pode-se calcular a corrente elétrica balistica.

1
le=3 2 (\IjgﬁkHECGTCCFDGCcHCE‘I’é,k) fe(€pk) (A.120)
k
Introduz-se a identidade \Dgn\ll‘gnn =1.
I —EZZ(W”H ve, ) (W GL.TpGecHepYY ) fo(€p) (A.121)
E=%5 EkHECECn cnnboccl DGeccicEYE ) JTE\CE K .
kE q
Os termos entre parentéses sdo nimeros. Portanto comutam.
Ip=2 v GLTpGocHopVE Epp) (VI Hpow? A
E= hzz CnnYCcct DYCCHCEYE |k fE( E,k) exilEC¥Cp ( 122)
k q
1 o .
I = ; Z\I’C]Ln,nGTCCTDGcchE (Z \I/fgvk\llgyka(EEyk)> HpcV, (A.123)
a k
Utiliza-se a identidade.
o) = [ 86 — Enafn(€)de (A124)
Tem-se que
Ig(€) =2rHep <Z Ul Ui 0(E - 5E7k)> Hge (A.125)
k
1 o Y
Ip = E/Z\I/CTn,nGTCCFDGCCFE‘I’c,nfE(S)dE (A.126)
q
Define-se.
&) =Tr {GTCCFDGCCPE} = Z \I’OCTn’nGTCCFDGchE\I/OCm (A.127)

q
em que I'p = j(Xg — EE) elp=4j(2p— ETD).

Iy = % / T(E) 5 (E)dE (A.128)
=g+ 1p = [ 166 lu(e) - fn(e)) e (A.129)
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A.3 Identidades matematicas

/ Sz —2")dx' =1 (A.130)
/ f(@)d(xz —2")dz' = f(x) (A.131)
do(x)
=9 A.132
) _ o) (A.132)
Par de Fourier:
/ =) gk = 2162 — 2) (A.133)
Exemplos:
Glryr') = ———— (A.134)
nr = Ag|r — 1’| '
Prova:

Assume-se que a funcgdo e a derivada sdo nulas no infinito e calcule-se a transformada direta de
Fourier.

/ h [;;g(r)} I dr = K2G(k) = /_ o; 5(r)dr = 1 (4.135)

— 0o

Calcula-se a transformada inversa de Fourier. Como se trata de um problema esférico a transformada
tem que ser realizada no espago tridimensional.

1 -1 . 1
— — | eI = — A.136
G(r) (2m)3 /V {kQ] ¢ 4y ( )
Pode-se fazer ﬁ — 64;":. Depois faz-se o limite em que n = 0.
e jkr cos 0 2 1 > j(k+3n)r —j(k—gn)r
/ T le J 2rr<senfdrdd = 32716/ eI \ETIT T INETIT e (A.137)
0
1 1 1
= = A.138
2k {n—jk 77+.7'k} ( )
1
em que d3r = r2senfdrdfde.
Q.E.D.
G(r,r') = —%emr’r,' (A.140)
/ eIklr—r']
G(r,r') = _47T|T‘*7’/| (A.141)
Gt 1) = d R (1) (A.142)
Outro exemplo de funcao de Green para o ente quantico livre.
m 1/2 cm(z—a')?
Gox(z, ;2" t") = £0(£(t — t')) <j27rht) el e (A.143)

Para o sinal positivo tem-se a fungdo de Green retardada ou emitida, G, + = G, r, em que o0s polos
estdo associados as energias positivas. Para o sinal negativo tem-se a funcdo de Green avangada ou
recebida, G, — = G, 4, em que os polos estao associados as energias negativas.

No dominio da energia tem-se que a fun¢do de Green retardada ou emitida,

A. NOCOES SOBRE FUNCOES DE GREEN
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1

Gor() = —F—— A.144
w6 = g (A.144)
Funcdo de Green avancada ou recebida,
1
Goall) = —F— A.145
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